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Abstract. The paper is devoted to the study of fractal properties of
distributions of random variables with independent symbols of factori-
al expansion, as well as to the applications of the obtained results to
the metric and dimensional number theory. In particular, we prove
that for almost all (in the sense of Lebesgue measure) real numbers
from the unit interval the frequency νi0 (x) of an arbitrary digit i0 is
equal to zero:

νi0 (x) = 0, ∀i0 ∈ {0, 1, 2, ..., k, ...} =: N0.

On the other hand, we show that the set of essentially non-normal
numbers (i.e., those real numbers which have no frequency of any
symbol i0 ∈ N0) for the factorial expansion is a superfractal set (i.e.,
it is a set of zero Lebesgue measure and of maximal (1) Hausdorff–
Besicovitch dimension).
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Анотацiя. Стаття присвячена дослiдженню фрактальних вла-
стивостей розподiлiв випадкових величин з незалежними симво-
лами факторiального розкладу та застосуванню отриманих ре-
зультатiв в метричнiй та розмiрнiснiй теорiї чисел. Ми доводимо,
зокрема, що для майже всiх (в сенсi мiри Лебега) дiйсних чисел
з одиничного вiдрiзка частота νi0 (x) довiльного символа i0 дорiв-
нює нулю:

νi0 (x) = 0, ∀i0 ∈ {0, 1, 2, ..., k, ...} =: N0.

З iншого боку, ми доводимо, що множина суттєво анормальних
чисел (тобто тих дiйсних чисел, якi не мають частоти жодного
символа i0 ∈ N0) для факторiальної системи числення є супер-
фрактальною множиною (тобто множиною нульової мiри Лебега
i максимальної (1) розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича).

Ключовi слова: Фрактали, розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича,
DP-перетворення, локально тонкi системи покриттiв, довiрчi си-
стеми покриттiв, розклади Кантора, випадковi величини з незале-
жними символами розкладiв Кантора, сингулярнi ймовiрнiснi мi-
ри, суттєво анормальнi числа, факторiальний розклад, анормаль-
нi числа, нормальнi числа

1 Вступ

Потужнiсть, мiра Лебега, категорiї Бера, розмiрнiсть Хаусфорфа–Бе-
зиковича — основнi iнструменти порiвняння нескiнченних множин. Фра-
ктальний бум у математицi та природознавствi, вибух iнтересу до дослi-
дження сингулярно неперервних ймовiрнiсних розподiлiв та їх фракталь-
них властивостей, розвиток теорiї перетворень, що зберiгають розмiрнiсть
Хаусдорфа–Безиковича з одного боку, природним чином зумовили певну
революцiю в розмiрнiснiй теорiї чисел, а з iншого боку — створили iнстру-
ментарiй для нових результатiв у цiй царинi. Тому не дивно, що метри-
чнi, топологiчнi та фрактальнi властивостi множин нормальних, квазiнор-
мальних, частково анормальних та суттєво анормальних дiйсних чисел є
предметом iнтенсивного вивчення фахiвцями з метричної, ймовiрнiсної та
розмiрнiсної теорiй чисел протягом останнiх 30 рокiв. Пiонерською у цьому
вiдношеннi була робота [20], де було доведено суперфрактальнiсть множи-
ни Ls суттєво анормальних чисел для s-адичних розкладiв дiйсних чисел.
Ця робота та роботи [9, 10, 12–15, 17–19, 21] вiдкрили цiлий напрям дослi-
джень властивостей пiдмножин анормальних чисел для рiзних символьних
розкладiв дiйсних чисел (див. [1, 3, 4, 16] та огляди в цих статтях). Важли-
вим у цьому вiдношеннi став воркшоп, який був органiзований у квiтнi 2006
року в Боннському унiверситетi професором Sergio Albeverio за сприяння
SFB 611 «Singular Phenomena and Scaling in Mathematical Models» (DFG)
за участi Lars Olsen (St. Andrews, Scotland), Enrico Zoli (Bologna, Italy),
Володимира Королюка, Григорiя Торбiна та Романа Нiкiфорова (Київ,
Україна) та колег з Iнституту прикладної математики (Bonn University)
та Iнституту математики Макса Планка (Bonn). Для вказаних вище ро-
бiт та для даної статтi важливими є результати з дослiдження фракталь-
них властивостей спектрiв та мiнiмальних розмiрнiсних носiїв сингуляр-
но неперервних ймовiрнiсних мiр (див. [4–6, 11, 22, 23] та огляди в цих
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роботах), та пов’язанi з ними результати дослiджень щодо довiрчостi ло-
кально тонких систем покриттiв для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича ( [2, 4, 25, 26]) i результати дослiджень, якi були започаткованi
М. Працьовитим та Г. Торбiним, щодо перетворень, якi зберiгають розмiр-
нiсть Хаусдорфа–Безиковича (див. [7, 8, 24] та огляди в цих роботах). Отри-
манi результати природним чином приводили до гiпотези про те, що для
довiльного символьного розкладу f дiйсних чисел множина суттєво анор-
мальних дiйсних чисел (тобто тих дiйсних чисел, для яких не iснує частоти
всiх символiв з допустимого алфавiту) є множиною розмiрностi 1. Ця гiпо-
теза була спростована в роботi [1], де наведено приклад Q∗-розкладу, для
якого dimH L(Q∗) = 0. Тому на сьогоднi побутує так звана «0−1» гiпотеза
про те, що dimH L(f) = 0 або dimH L(f) = 1 для довiльного f -зображення
дiйсних чисел.

Ця стаття присвячена вивченню фрактальних властивостей розподi-
лiв випадкових величин з незалежними символами факторiального роз-
кладу, тобто випадкових величин виду

ξ =

∞∑
k=1

ξk
(k + 1)!

,

де {ξk} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають
значень 0, 1, ..., k з iмовiрностями p0k, p1k, ..., pkk вiдповiдно; та застосуван-
ню цих результатiв в розмiрнiснiй теорiї чисел.

У роздiлi 2 ми доводимо явнi формули для обчислення розмiрностi
Хаусдорфа–Безиковича спектрiв таких випадкових величин та вивчаємо
тонкi фрактальнi властивостi таких розподiлiв. У роздiлi 3 ми вивчаємо
нормальнi властивостi дiйсних чисел, записаних у факторiальнiй системi
числення i доводимо, що для для майже всiх (в сенсi мiри Лебега) дiйсних
чисел з одиничного вiдрiзка частота νi0(x) довiльного символа i0 дорiвнює
нулю:

νi0(x) = 0, ∀i0 ∈ {0, 1, 2, ..., k, ...} =: N0.

У роздiлi 4, ми доводимо, що множина суттєво анормальних чисел
(тобто тих дiйсних чисел, якi не мають частоти жодного символа i0 ∈
N0) для факторiальної системи числення є суперфрактальною множиною
(тобто множиною нульової мiри Лебега i максимальної (1) розмiрностi
Хаусдорфа–Безиковича).

2 Фрактальнi властивостi спектрiв випадкових
величин з незалежними символами факторiальних
розкладiв та тонкi фрактальнi властивостi мiри µξ

Спектр сингулярно неперервного ймовiрнiсного розподiлу є доволi
грубою характеристикою розподiлу, оскiльки навiть континуальна суку-
пнiсть взаємно сингулярних розподiлiв може мати iдентичний спектр. Iлю-
страцiєю цього є клас випадкових величин:

ξ =

∞∑
k=1

ξk
2k

,
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де ξk — незалежнi величини, що набувають значень 0 та 1 з iмовiрностями

p ∈ (0;
1

2
) та 1 − p вiдповiдно. З огляду на це, розмiрнiсть Хаусдорфа–

Безиковича спектра також вважається грубою фрактальною характери-
стикою сингулярної мiри. Натомiсть набагато точнiше властивостi такого
розподiлу описує розмiрнiсть Хаусдорфа самої ймовiрнiсної мiри.

Означення 1. Розмiрнiстю Хаусдорфа ймовiрнiсної мiри µξ називається
число

dimH µξ = inf{dimH E},

де iнфiмум береться за всеможливими борелiвськими множинами E, для
яких µξ(E) = 1.

Питання фрактальних властивостей µξ все ще не вивчено у повному
обсязi. Невiдомi загальнi формули нi для розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича
спектра Sξ, нi для розмiрностi Хаусдорфа мiри dimH µξ для випадкових ве-
личин з незалежними символами розкладiв Кантора.

Тонкi фрактальнi властивостi мiри та фрактальнi властивостi спектра
таких мiр дослiджувались в роботi [2]. Зокрема, вiдомi такi факти

Теорема 3. Нехай

∞∑
k=1

Å
ln(nk)

ln(n1 · n2 · ... · nk−1)

ã2
< +∞. (1)

Тодi
dimH µξ = lim

k→∞

h1 + h2 + ...+ hk

ln(n1 · n2 · ... · nk)
,

де hk — ентропiя випадкової величини ξk, тобто hk = −
nk−1∑
i=0

pik ln pik.

Покажемо справедливiсть теореми для випадкової величини з незале-
жними символами факторiального розкладу.

Теорема 4. Якщо ξ — випадкова величина з незалежними символами
факторiального розкладу, то розмiрнiсть Хаусдорфа мiри µξ дорiвнює:

dimH µξ = lim
k→∞

h1 + h2 + ...+ hk

ln(n1 · n2 · ... · nk)
.

Доведення. Для факторiального розкладу nk = k + 1. Розглянемо ряд

∞∑
k=1

Å
ln(nk)

ln(n1 · n2 · ... · nk−1)

ã2
=

∞∑
k=1

Å
ln(k + 1)

ln(2 · 3 · ... · k)

ã2
=

∞∑
k=1

Å
ln(k + 1)

ln(k!)

ã2
=

∞∑
k=1

Ü
ln(k + 1)

ln(
√
2πk) + k ln

Å
k

e

ã
+ θk

ê2

,

де |θk| <
1

12k
.
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Очевидно, що ln(k + 1) ∼ ln k i ln(
√
2πk) + k ln(

k

e
) + θk ∼ k ln k.

Тодi для загального члена ak маємо:

ak ∼
Å

ln k

k ln k

ã2
=

1

k2
,

звiдки i випливає збiжнiсть ряду
∞∑
k=1

Å
ln(nk)

ln(n1 · n2 · ... · nk−1)

ã2
, що й потрiбно

було довести.

Теорема 1 дає нижню (найважчу) оцiнку для розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича спектра випадкової величини з незалежними символами роз-
кладiв Кантора у загальному випадку при використанi умови (1).

Теорема 5. Якщо

∞∑
k=1

Å
ln(nk)

ln(n1 · n2 · ... · nk−1)

ã2
< +∞,

то розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича спектра Sξ розподiлу випадкової
величини ξ з незалежними символами Кантора дорiвнює

dimH Sξ = lim
k→∞

ln(m1 ·m2 · ... ·mk)

ln(n1 · n2 · ... · nk)
,

де mk — кiлькiсть ненульових ймовiрностей серед p0k, p1k, ..., p(nk−1)k.

Доведення. Спектр розподiлу випадкової величини ξ має таку структуру

Sξ = {x : x = ∆C
α1α2...αk...

, де pαkk > 0, ∀k ∈ N}.

Розглянемо допомiжну випадкову величину

ξ∗ =

∞∑
k=1

ξ∗k
n1 · n2 · ... · nk

,

де незалежнi випадковi величини ξ∗k набувають значень 0, 1, ..., nk−1 з iмо-
вiрностями p∗0k, p

∗
1k, ..., p

∗
(nk−1)k, причому

p∗ik =


1

mk
, якщо pik > 0

0, якщо pik = 0
.

Зрозумiло, що Sξ = Sξ∗ .
Використаємо теорему про розмiрнiсть мiри µξ∗ для отримання ни-

жньої оцiнки для dimH Sξ. Оскiльки виконується умова (1), то згiдно тео-
реми 1:

dimH µ∗
ξ = lim

k→∞

h∗
1 + h∗

2 + ...+ h∗
k

ln(n1 · n2 · ... · nk)
,

де h∗
k = −

nk−1∑
i=0

p∗ik · ln p∗ik (0 · ln 0 := 0).
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За побудовою розподiлiв випадкових величин ξ∗k:

h∗
k = ln (mk).

Отже,

dimH µξ∗ = lim
k→∞

lnm1 + lnm2 + ...+ lnmk

ln (n1 · n2 · ... · nk)
= lim

k→∞

ln (m1 ·m2 · ... ·mk)

ln (n1 · n2 · ... · nk)
.

Оскiльки dimH Sξ∗ ≥ dimH µξ∗ i dimH Sξ = dimH Sξ∗ , то

dimH Sξ ≥ lim
k→∞

ln (m1 ·m2 · ... ·mk)

ln (n1 · n2 · ... · nk)
.

Для отримання верхньої оцiнки dimH Sξ зауважимо, що Sξ можна
покрити за допомогою :

m1 цилiндрiв I рангу;
m1 ·m2 цилiндрiв II рангу;
...
m1 ·m2 · ... ·mk цилiндрiв k-го рангу;
...
α-об’єм покриття множини Sξ цилiндрами рангу k дорiвнює m1 ·m2 ·

... ·mk ·
Å

1

n1 · n2 · ... · nk

ãα
.

При фiксованому ε > 0 iснує k0 = k0(ε) ∈ N таке, що покриття Sξ

цилiндрами рангу k > k0 є ε-покриттями для Sξ. Отже, при k > k0(ε):

Hα
ε (Sξ) ≤ m1 ·m2 · ... ·mk ·

Å
1

n1 · n2 · ... · nk

ãα
.

Позначимо L := lim
k→∞

ln (m1 ·m2 · ... ·mk)

ln (n1 · n2 · ... · nk)
.

Тодi iснує пiдпослiдовнiсть {ks} така, що

L = lim
k→∞

ln (m1 ·m2 · ... ·mks)

ln (n1 · n2 · ... · nks
)
.

Покажемо, що для довiльного додатного β виконується рiвнiсть

HL+β(Sξ) = 0.

Для довiльних β > 0 i ε > 0 виберемо s0 таке, щоб
1

n1 · n2 · ... · nks0

<

ε i розглянемо зчисленну кiлькiсть ε-покриттiв множини Sξ цилiндрами
рангу ks0+1, ks0+2, ..., ks0+l, ....
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(L+ β)-об’єм цих ε-покриттiв дорiвнює

m1 ·m2 · ... ·mks0+l
·
Ç

1

n1 · n2 · ... · nks0+l

åL+β

=

=
Ä
n1 · n2 · ... · nks0+l

ä ln Äm1 ·m2 · ... ·mks0+l

ä
ln
Ä
n1 · n2 · ... · nks0+l

ä
·
Ç

1

n1 · n2 · ... · nks0+l

åL+β

=

=
Ä
n1 · n2 · ... · nks0+l

äÜ ln
Ä
m1 ·m2 · ... ·mks0+l

ä
ln
Ä
n1 · n2 · ... · nks0+l

ä −L−β

ê
→ 0 (l → ∞),

оскiльки
ln
Ä
m1 ·m2 · ... ·mks0+l

ä
ln
Ä
n1 · n2 · ... · nks0+l

ä → L (l → ∞).

Отже, HL+β
ε (Sξ) = 0, ∀ε > 0, ∀β > 0. Тому

HL+β(Sξ) = lim
ε→0

HL+β
ε (Sξ) = 0, ∀β > 0.

Отже, dimH Sξ ≤ L, що й треба було довести.

Як показано в доведеннi теореми 2, для факторiального розкладу ви-
конується умова (1). Тому з теореми 3 випливає наступне твердження.

Теорема 6. Якщо ξ — випадкова величина з незалежними символами
факторiального розкладу, то розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича спектра
цiєї випадкової величини дорiвнює:

dimH Sξ = lim
k→∞

ln(m1 ·m2 · ... ·mk)

ln(k + 1)!
,

де mk — кiлькiсть ненульових ймовiрностей серед p0k, p1k, ..., p(nk−1)k.

3 Про нормальнi властивостi чисел, породжених
факторiальним розкладом

Розглянемо факторiальну систему числення:

x =

∞∑
n=1

αk

n1 · n2 · ... · nk
= ∆Cα1α2...αk..., αj ∈ {0, 1, ..., nj − 1},

де nk = k + 1.
Нехай N0(x, k) – кiлькiсть символiв «0» серед перших k символiв роз-

кладу x. Аналогiчно означимо N1(x, k), N2(x, k), ....

Якщо iснує границя lim
k→∞

Ni0(x, k)

k
, то її називають «частотою появи

символа “i0” в розкладi Кантора числа x» i позначають νi0(x).
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Теорема 7. У факторiальнiй системi числення для λ-майже всiх дiйсних
чисел x ∈ [0; 1] має мiсце рiвнiсть

νi(x) = 0, ∀i ∈ N0

Доведення. Нехай ω = [0; 1], A = B, P — мiра Лебега λ, x — випадкова
величина, яка має рiвномiрний розподiл на [0; 1].

Розглянемо послiдовнiсть випадкових величин

η1 = η1(x), η2 = η2(x), ..., ηk = ηk(x), ...,

де ηk(x) — кiлькiсть символiв «i0» на k-му мiсцi розкладу Кантора числа
x. Якщо i0 ≥ 2, то

η1(x) 0 1
1 0

...
ηi0−1(x) 0 1

1 0
бо для факторiальної системи числення на 1, 2, ..., (i0−1)-му мiсцi розкладу
символ «i0» неможливий.

ηi0(x) 0 1
i0

i0 + 1

1

i0 + 1
ηk(x) 0 1

k

k + 1

1

k + 1

, ∀k ≥ i0.

Для довiльної фiксованої цифри «i0» випадковi величини η1, η2, ..., ηk, ...
є незалежними i

M(ηk) =
1

k + 1
, k ≥ i0;

M(ηk
2) =

1

k + 1
;

D(ηk) =
1

k + 1
− 1

(k + 1)2
=

k

(k + 1)2
< 1, ∀k ∈ N.

Тому для {ηk} можна застосувати посилений закон великих чисел.
Тому з iмовiрнiстю 1 (для λ-майже всiх дiйсних чисел x ∈ [0; 1]):

lim
k→∞

Å
η1(x) + η2(x) + ...+ ηk(x)

k
− Mη1(x) +Mη2(x) + ...+Mηk(x)

k

ã
= 0.

Оскiльки η1(x) + η2(x) + ...+ ηk(x) = Ni0(x, k), та

Mη1(x) = 0, Mη2(x) = 0, ..., Mηi0−1(x) = 0,

Mηk(x) =
1

k + 1
, ∀k ≥ i0,

то

lim
k→∞

Ö
Ni0(x, k)

k
−

0 + 0 + ...+ 0 +
1

i0 + 1
+

1

i0 + 2
+ ...+

1

k + 1
k

è
= 0.
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Оскiльки послiдовнiсть 0, 0, ..., 0,
1

i0 + 1
,

1

i0 + 2
, ... збiгається до нуля, то її

середнє за Чезаро також збiгається до нуля. Отже, для λ-майже всiх x ∈
[0; 1]:

νi0(x) = 0.

Позначимо Bi0 := {x : νi0(x) = 0} i

B :=

∞⋂
i0=0

Bi0 .

Оскiльки зчисленний перерiз множин повної мiри є множиною повної
мiри, то

λ(B) = 1,

що i треба було довести.

4 Про суперфрактальнiсть множини суттєво
анормальних чисел, породжених факторiальним
розкладом

Означення 2. Число x, записане у факторiальнiй системi числення, на-
зивається суттєво анормальним, якщо для довiльного символа i0 ∈ N0 не
iснує границi

lim
k→∞

Ni0(x, k)

k
.

Позначимо через L(F ) множину суттєво анормальних чисел, поро-
джених факторiальним розкладом.

Теорема 8. Множина L(F ) суттєво анормальних чисел, породжених фа-
кторiальним розкладом, є суперфракталом, тобто її мiра Лебега дорiвнює
нулю, але

dimH L(F ) = 1.

Доведення. Перше твердження теореми випливає безпосередньо з нормаль-
них властивостей факторiальної системи числення, доведених у попере-
дньому роздiлi.

Для доведення основного твердження теореми (про фрактальнi вла-
стивостi множини L(F )) використаємо пiдхiд, винайдений Г. Торбiним
у 1994 роцi для доведення суперфрактальностi множини суттєво анормаль-
них чисел для s-адичних розкладiв, та модернiзуємо його для факторiаль-
ного розкладу. Отже, ми введемо в розгляд зчисленну кiлькiсть множин
Vm таких, що Vm ⊂ L(F ) i таких, що sup

m
(dimH Vm) = 1. Цього, очевидно,

достатньо для висновку про те, що dimH L(F ) = 1. Отже, нехай
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Vm :=



x : x = ∆F
0α1,1...αm,1︸ ︷︷ ︸

перша серiя

001α1,2...α2m,2︸ ︷︷ ︸
друга серiя

0000112α1,3...α4m,3︸ ︷︷ ︸
третя серiя

...

2k−1︷︸︸︷
0...0

2k−2︷︸︸︷
1...1

2k−3︷︸︸︷
2...2 ...(k − 2)(k − 2)(k − 1)α1,k...α2k−1·m,k︸ ︷︷ ︸

k−та серiя

...


,

αi,j , i ∈ {0, 1, ..., 2j−1 ·m} можуть набувати довiльних дозволених символiв
з вiдповiдного алфавiту.

Тобто, якщо x ∈ Vm, то його факторiальний розклад має таку стру-
ктуру: цей розклад умовно можна розбити на зчисленну кiлькiсть серiй.

Перша серiя розпочинається з фiксованого символа «0» , пiсля чо-
го йде серiя з m «плаваючих» символiв α1,1α2,1...αm,1, тобто на другому,
третьому, ..., (m + 1)-му мiсцi у розкладi числа x може стояти довiльний
символ з дозволеного алфавiту:

α1,1 ∈ {0, 1, 2};
α2,1 ∈ {0, 1, 2, 3};

...
αm,1 ∈ {0, 1, 2, ...,m+ 1}.

Друга серiя розпочинається блоком з двох фiксованих символiв «0» ,
потiм — один фiксований символ «1» i серiя з 2m «плаваючих» символiв
α1,2α2,2...α2m,2.

...

k-та серiя розпочинається з блоку 2k−1 фiксованих символiв «0»;
2k−2 фiксованих символiв «1»;
2k−3 фiксованих символiв «2»;
...
2 фiксованих символiв «k − 2»;
1 фiксованого символа «k − 1»;

i серiї з 2k−1 ·m «плаваючих» символiв.
I так далi.
Використовуючи стандартнi мiркування, нескладно показати (див.,

наприклад, [3, 9, 10]), що Vm ⊂ L(F ), ∀m ∈ N .
Позначимо множину номерiв позицiй, на яких стоять фiксованi сим-

воли у k-iй серiї, через Ak; множину номерiв позицiй, на яких стоять «пла-
ваючi» символи у k-iй серiї, через Bk.

Зокрема, A1 = {1}, B1 = {2, 3, ...,m+1}, A2 = {m+2,m+3,m+4}, ...
.

Нехай A :=
∞⋃
k=1

Ak, B :=
∞⋃
k=1

Bk .

Нехай tk — номер позицiї, на якiй закiнчується k-та серiя, тодi

tk = 2k+1 − k − 2 +m(2k − 1) = 2k · (m+ 2)− k −m− 2.
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Нехай sk — номер позицiї, на якiй закiнчується k-та серiя фiксованих
символiв. Тодi

sk = tk−1 + 2k − 1 = 2k−1 · (m+ 4)− k −m− 2.

Для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича множини Vm роз-
глянемо випадкову величину

ξ =

∞∑
k=1

ξk
(k + 1)!

,

де {ξk} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають:
одне фiксоване значення (описане в конструкцiї множини Vm) з iмовiрнiстю
1, якщо k ∈ A;

(k+1) значення 0, 1, ..., k з iмовiрностями
1

k + 1
,

1

k + 1
, ...,

1

k + 1
, якщо

k ∈ B. Очевидно, що Vm спiвпадає зi спектром Sξ випадкової величини ξ.
Тому за теоремою 4 :

dimH Vm = dimH Sξ = lim
k→∞

ln(m1 ·m2 · ... ·mk)

ln(n1 · n2 · ... · nk)
,

де mj — кiлькiсть ненульових ймовiрностей у розподiлi випадкової вели-
чини ξj . Тобто

mj =

®
1, якщо j ∈ A,

j + 1, якщо j /∈ A.

Тому

dimH Vm = lim
k→∞

ln(m1 ·m2 · ... ·mk)

ln(n1 · n2 · ... · nk)
= lim

k→∞

ln(m1 ·m2 · ... ·msk)

ln(n1 · n2 · ... · nsk)
=

= lim
k→∞

k−1∑
s=1

ln

Ç ∏
j∈Bs

nj

å
ln(n1 · n2 · ... · nsk)

=

= lim
k→∞

k−1∑
l=1

ln

Ç ∏
j∈Bk−l

nj

å
ln(n1 · n2 · ... · nsk)

.

Оскiльки ∏
j∈Bk−l

nj =

(
ntk−l

)
!(

nsk−l

)
!
=

(tk−l + 1)!

(sk−l + 1)!
,

то, беручи до уваги формулу Стiрлiнга

m! =
√
2πm ·

(m
e

)m
· eθm , де |θm| < 1

12m
,

отримуємо

lim
k→∞

ln

Ç ∏
j∈Bk−l

nj

å
ln(n1 · n2 · ... · nsk)

=
m

2l · (m+ 4)
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Отже,

lim
k→∞

k−1∑
l=1

ln

Ç ∏
j∈Bk−l

nj

å
ln(n1 · n2 · ... · nsk)

= lim
k→∞

k−1∑
l=1

m

2l · (m+ 4)
=

m

m+ 4

Оскiльки Vm ⊂ L(F ),∀m ∈ N , то їх об’єднання має ту ж властивiсть.
Оскiльки sup

m
dimH(Vm) = sup

m

m

m+ 4
= 1, то dimH(L(F )) = 1.

Подяка

Ця робота була частково пiдтримана грантом вiд Simons Foundati-
on (1290607, Torbin G.) i Мiнiстерством освiти i науки України (проєкти
«Мультифрактальний аналiз ймовiрнiсних розподiдiв та їх застосування
для моделювання складних динамiчних систем» № 0122U000048 та «Дина-
мiки комплексних систем на рiзних часових шкалах» №0120U101662).
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