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Abstract. The paper is devoted to the development of a probabilistic approach
to the study of transformations preserving the Hausdorff–Besicovitch dimensi-
on (DP-transformations). The main attention is paid to DP-transformations
generated by distribution functions of random variables with independent ‹Q-
symbols. We found necessary and sufficient conditions for distribution functi-
ons of random variables with independent ‹Q-symbols to be DP-functions under
the condition of separation from zero for elements of the stochastic matrices ‹Q
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Абстракт. Робота присвячена розвитку ймовiрнiсного пiдходу до дослi-
дження перетворень, що зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича
(DP-перетврення). Основну увагу придiлено DP-перетворенням, що поро-
джуються функцiями розподiлу випадкових величин з незалежними ‹Q-
символами. В роботi знайдено необхiднi i достатнi умови збереження роз-
мiрностi Хаусдорфа–Безиковича функцiями розподiлу випадкових вели-
чин з незалежними ‹Q-символами при умовi вiддiленостi елементiв стоха-
стичних матриць ‹Q та ‹P вiд нуля.
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1 Вступ

Нехай (M1, ρ1) i (M2, ρ2) метричнi простори. Вiдображення f з метри-
чного простору (M1, ρ1) в (M2, ρ2) називається вiдображенням, що зберiгає
розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича (DP-вiдображенням) на M1, якщо

dimH(E) = dimH(f(E)) , ∀E ⊂ M1 .

Важливим є випадок, коли (M1, ρ1) = (M2, ρ2). У цьому випадку го-
ворять про DP-перетворення простору. Найпростiшими прикладами DP-
пертворень є бi-лiпишцевi перетворення до яких належать всi афiннi пе-
ретворення. В роботi [1] запропоновано DP-пiдхiд до фрактальної геоме-
трiї як математичної дисциплiни, яка вивчає iнварiанти групи DP-пере-
творень. У цiй же роботi показано що дослiдження групи неперервних DP-
перетворень на R1 еквiвалентне дослiдженню неперервних функцiй розпо-
дiлу випадкових величин на [0, 1].

В роботах S.Albeverio, М. Працьовитого, Г. Торбiна (див. [3, 7, 9] та
огляд лiтератури у цих роботах) знайдено необхiднi i достатнi умови збере-
ження розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича (див., наприклад, [5, 10, 20] для
вiдповiдних означень) функцiями розподiлу випадкових величин з незале-
жними s-адичними символами та з незалежними символами Q-зображення.
У роботi [18] дослiджувалися DP-властивостi фрактальних ймовiрнiсних
мiр з незалежними Q-символами. У статтi [17] дослiджувалися, DP-власти-
востi функцiй розподiлу випадкових величин з незалежними ‹Q-символами
розкладiв Кантора. М. Iбрагiмом та Г. Торбiним дослiджувалися необхiднi
i достатнi умови збереження розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича функцiя-
ми розподiлу випадкових величин з незалежними Q∗-символами при умовi
вiддiленостi елементiв стохастичних матриць Q∗ та P ∗ вiд нуля [15, 16]. До-
слiдження перетворень, що зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича
та їх властивостей представлено у роботах [8, 9, 12, 19]. Зауважимо, що
для дослiдження DP-перетворень критично важливими є результати дослi-
джень з тонкого фрактального аналiзу ймовiрнiсних мiр (див., наприклад,
[10] для вiдповiдних означень i огляду) та результати щодо довiрчостi ло-
кально тонких систем покриттiв для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича (див., наприклад, [11–14] та огляд лiтератури в цих роботах).

Iснують сингулярно неперервнi функцiї розподiлу, що не зберiгають
мiру Хаусдорфа, але при цьому зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа–Бези-
ковича [7]. У той же час, iснують сингулярно неперервнi DP-функцiї i абсо-
лютно неперервнi строго зростаючi функцiї, якi не зберiгають розмiрнiсть
Хаусдорфа–Безиковича. У зв’язку з цим виникає питання розробки мето-
дiв дослiдження DP перетворень, та детальне дослiдження окремих класiв
таких перетворень.

У данiй роботi доведено загальнi необхiднi умови для того щоб фун-
кцiя розподiлу випадкової величини з незалежними ‹Q-символами зберiгала
розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на [0, 1]. Знайдено необхiднi i достатнi
умови збереження розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича функцiями розподi-
лу випадкових величин з незалежними ‹Q-символами при умовi вiддiленостi
елементiв стохастичних матриць ‹Q та ‹P вiд нуля. Цей результат вiдобра-
жає теорема 2 i вiдповiднi наслiдки з неї.
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2 DP-перетворення, що породженi розподiлами
випадкових величин з незалежними Q̃-символами

Нехай {nk}-послiдовнiсть натуральних чисел, nk ≥ 2, i нехай ‹Q-стохас-
тична матриця ‹Q = ||qik|| (див. [4, 14]), така, що

1) qik > 0, ∀i ∈ {0, 1, ..., nk − 1}, ∀k ∈ N ;

2)
nk−1∑
i=0

qik = 1, ∀k ∈ N ;

3)
∞∏
k=1

max
i

qik = 0.

Розглянемо випадкову величину ξ з незалежними ‹Q-символами [4]:

ξ = ∆
‹Q
ξ1ξ2...ξk...

,

де {ξk} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають
значень 0, 1, ..., nk−1 з ймовiрностями p0k, p1k, ..., p(nk−1)k вiдповiдно, pik ≥

0,
nk−1∑
i=0

pik = 1.

Знайдемо умови, при яких функцiя розподiлу Fξ зберiгає розмiрнiсть
Хаусдорфа–Безиковича на [0, 1]. Зрозумiло, що властивостi Fξ(x) визнача-
ються матрицями ‹Q та ‹P ,‹P = ||pik||, i ∈ {0, 1, ..., nk − 1}, k ∈ N.

Оскiльки кожна DP-функцiя не має iнтервалiв постiйностi, то ма-
триця ‹P не мiстить нулiв. Отже, спектр випадкової величини ξ спiвпадає
з [0, 1], тобто

∀x ∈ [0, 1] , ∀ε > 0 : Fξ(x+ ε)− Fξ(x− ε) > 0.

Теорема 1. Нехай Fξ(x) — функцiя розподiлу випадкової величини з не-
залежними ‹Q-символами, а νξ — вiдповiдна ймовiрнiсна мiра. Якщо Fξ(x)
зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на [0, 1], то

dimH νξ = 1 ,

де
dimH νξ = inf

E∈B(νξ)
{dimH E},

B(νξ) = {E : νξ(E) = 1}.

Доведення. Припустимо, що Fξ(x) зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича,
але при цьому

dimH νξ = a0 < 1 ,

де a0 = inf{dimH E} i νξ(E) = 1. Тодi iснує носiй E0 (не обов’язково за-
мкнений) мiри νξ, такий що

dimH E0 = a1 ,



46 В.Василенко

де a1 ∈ [a0; 1), νξ(E0) = 1. Оскiльки νξ(E) = λ(Fξ(E)), то

νξ(E0) = λ(Fξ(E0)) = 1.

Отже
dimH(Fξ(E0)) = 1,

що приводить до протирiччя

1 = dimH(Fξ(E0)) ̸= dimH E0 = a1 < 1.

Звiдси випливає, що Fξ(x) не зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича,
що суперечить умовi теореми.

Отримана суперечнiсть доводить теорему.

Теорема 2. Нехай inf
ik

pik > 0 i inf
ik

qik > 0. Тодi функцiя розподiлу ви-

падкової величини ξ з незалежними ‹Q-символами зберiгає розмiрнiсть
Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку тодi i тiльки тодi, коли

dimH νξ = 1 . (1)

Доведення. Необхiднiсть випливає з попередньої теореми.
Достатнiсть. Якщо inf qik ≥ q0 > 0, то {nk} обмежена. Справдi, при-

пустимо що {nk} необмежена. Тодi з неї можна видiлити строго зростаючу

пiдпослiдовнiсть {nks} → +∞. Оскiльки min
i

qik ≤ 1

nk
, то min

i
qiks ≤ 1

nks

,

що суперечить умовi qik ≥ q0 > 0. Отже, ∃n0 : nk ≤ n0.
Покажемо, що при виконаннi умов теореми, виконуються всi умови

теореми про обчислення розмiрностi Хаусдорфа ймовiрнiсної мiри з неза-
лежними ‹Q-символами доведеної в роботi В. Василенка, Г. Торбiна [11].

Умова 1. Оскiльки min
i

qik ≥ q0, то max
i

qik ≤ 1− q0. Тодi,

Qk :=

k∏
j=1

max
i

qij ≤ (1− q0)
k;

Qδ
k ≤

(
(1− q0)

δ
)k

, ∀δ > 0.

Отже,
nk ·Qδ

k ≤ n0 ·
(
(1− q0)

δ
)k → 0, k → ∞, ∀δ > 0.

Умова 2.

∞∑
k=1

Qδ
k ≤

∞∑
k=1

(
(1− q0)

δ
)k

< +∞, ∀δ > 0.

Умови 3 i 4. Оскiльки nk ≤ n0, qik ≥ q0, pik ≥ p0 > 0, то послiдовностi
{bj}, {lj} та {dj} обмеженi, де

hj := −
nj−1∑
i=0

pij ln pij , bj := −
nj−1∑
i=0

pij ln qij ,
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lj := −h2
j +

nj−1∑
i=0

pij ln
2 pij , dj := −b2j +

nj−1∑
i=0

pij ln
2 qij .

Тому
∞∑
j=1

dj
j2

< +∞, i
∞∑
j=1

lj
j2

< +∞.

Умова 5.

−
nj−1∑
i=0

pij ln qij =

nj−1∑
i=0

pij
1

ln qij
≥

≥
nj−1∑
i=0

pij ln
1

1− q0
= ln

1

1− q0

nj−1∑
i=0

pij = ln
1

1− q0
.

Оскiльки Bn =
n∑

j=1

bj , то
Bn

n
=

b1 + ...+ bn
n

≥ ln
1

1− q0
> 0. Отже,

lim
n→∞

Bn

n
≥ ln

1

1− q0
> 0.

Отже, за теоремою про обчислення розмiрностi Хаусдорфа ймовiр-
нiсної мiри з незалежними ‹Q-символами розмiрнiсть Хаусдорфа мiри νξ
дорiвнює

dimH ν = lim
n→∞

h1 + h2 + ...+ hn

b1 + b2 + ...+ bn
, (2)

де hk = −
nj−1∑
i=0

pik ln pik, i bk = −
nj−1∑
i=0

pik ln qik.

Тому

dimH νξ = 1 ⇔ lim
n→∞

h1 + h2 + ...+ hn

b1 + b2 + ...+ bn
= 1.

Оскiльки (див., напр., [20]) 0 ≤ hk ≤ bk, ∀k ∈ N, тобто

−
s−1∑
i=0

pik ln pik ≤ −
s−1∑
i=0

pik ln qik,

то умова lim
n→∞

h1 + h2 + ...+ hn

b1 + b2 + ...+ bn
= 1 рiвносильна iснуванню границi

lim
n→∞

h1 + h2 + ...+ hn

b1 + b2 + ...+ bn
= 1. (3)

Доведемо, що з вiдокремленостi елементiв матриць ∥qik∥ та ∥pik∥ вiд
нуля та умови (1) випливає, що

lim
k→∞

ln νξ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)

lnλ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)
= 1, ∀x ∈ [0, 1]. (4)
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З незалежностi випадкових величин ξ1, ξ2, ... випливає, що

νξ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

) = pα1(x)1 pα2(x)2 ... pαk(x)k =

k∏
j=1

pαj(x)j .

З властивостей ‹Q-зображення дiйсних чисел [4] випливає, що

λ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

) =

k∏
j=1

qαj(x)j .

Тому

ln νξ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)

lnλ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)
=

k∑
j=1

ln pαj(x)j

k∑
j=1

ln qαj(x)j

.

Для довiльного ε > 0 розглянемо двi множини:

M+
ε = {j : |qij − pij | ≤ ε, ∀i ∈ {0, 1, ..., nk − 1}};

M−
ε = {j : ∃i0 : |qij − pij | > ε}.

Нехай

M+
ε,k : = M+

ε ∩ {1, 2, ..., k};
M−

ε,k : = M−
ε ∩ {1, 2, ..., k}.

Розглянемо функцiю багатьох змiнних g(x) = g(x0, x1, ..., xnk−1), де
xi = qik. Тодi, якщо k ∈ M−

ε , то iснує i0 таке що |xi0 − qi0k| > ε. Тодi

ρ(x, x0) =

Ã
nk−2∑
i=0

(xi − qik)2 > ε.

Лема 1. Нехай функцiя g(x) неперервна на областi визначення i g(x) = 1
тодi i тiльки тодi коли x ∈ A ⊂ D(g), тобто g(x) < 1, ∀x ̸∈ A. Тодi
∀ε > 0, ∃γ = γ(ε) таке, що з умови ρ(x,A) > ε випливає умова, що
g(x) ≤ 1− γ.

Доведення Леми 1. Доведемо лему методом вiд супротивного. Припусти-
мо, що iснує ε0 > 0 таке, що для будь-якого γ > 0 i з умови ρ(x,A) > ε не
випливає те, що g(x) ≤ 1 − γ. Тодi, iснує x(γ) таке, що ρ(x,A) > ε0 i таке,
що g(x) > 1− γ.

Для даного ε0 виберемо послiдовнiсть γ1, γ2, ..., γk, ..., де γk =
1

2k
i вiд-

повiдну послiдовнiсть x(k) = x(k)(γ) такi, що:ρ(x(k), A) > ε0, ∀k ∈ N ;

1− 1

2k
< g(x(k)) ≤ 1.
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Оскiльки ρ(x(k), A) > ε0, ∀k ∈ N , то x(k) ̸∈ A. Послiдовнiсть x(k) обме-
жена в Rn, бо 0 ≤ xi ≤ 1, тому x(k) має хоча б одну граничну точку x∗.
З послiдовностi x(k) можна вибрати збiжну пiдпослiдовнiсть x(ks) → x∗.
Тодi

1− 1

2ks
≤ g(x(ks)) ≤ 1.

Отже,
lim
s→∞

g(x(ks)) = 1.

Оскiльки g(x) неперервна, то

1 = lim
s→∞

g(x(ks)) = x∗.

Отже, оскiльки x∗ ̸∈ A i g(x∗) = 1, то отримали суперечнiсть що i доводить
лему.

Використовуючи Лему 1 покажемо, що
|M−

ε,n|
n

→ 0, при n → ∞. Якщо

k ∈ M−
ε , то ∃γ = γ(ε) таке, що g(x) ≤ 1−γ. Обравши g(x) =

hk

bk
отримаємо

hk

bk
≤ 1 − γk. Тодi hk ≤ (1 − γk)bk, ∀k ∈ M−

ε . Оскiльки inf γk =: γ0 > 0, то

можемо оцiнити вiдношення мiж Hn i Bn для k ∈ M−
ε .

Hn

Bn
=

n∑
j=1

hj

n∑
j=1

bj

=

∑
j∈M+

ε,n

hj +
∑

j∈M−
ε,n

hj

n∑
j=1

bj

≤

∑
j∈M+

ε,n

bj + (1− γ0)
∑

j∈M−
ε,n

bj

n∑
j=1

bj

=

=

n∑
j=1

bj − γ0 · |M−
ε,n|

n∑
j=1

bj

= 1− γ0 ·

|M−
ε,n|
n

n∑
j=1

bj

n

.

Оскiльки
Bn

n
≥ ln

1

1− q0
> 0, ∀n ∈ N i

Hn

Bn
→ 1, при n → ∞, то

γ0 ·

|M−
ε,n|
n

n∑
j=1

bj

n

→ 0, при n → ∞.

Отже,
|M−

ε,n|
n

→ 0, при n → ∞.
Очевидно, що∑

j∈M+
ε,k

ln
1

pαj(x)j
+

∑
j∈M−

ε,k

ln
1

pαj(x)j
= − ln νξ(∆

‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

).
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Якщо j ∈ M+
ε,k , то

qαj(x)j − ε ≤ pαj(x)j ≤ qαj(x)j + ε;

1

qαj(x)j + ε
≤ 1

pαj(x)j
≤ 1

qαj(x)j − ε
.

Тому

− ln νξ(∆α1(x)α2(x)...αk(x)) ≤
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j − ε
+

∑
j∈M−

ε,k

ln
1

pαj(x)j
≤

≤
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j − ε
+ |M−

ε,k| ln
1

p∗
,

де p∗ = inf
i,k

pik > 0.

Нехай q∗ = inf
i,k

qik > 0. Виберемо довiльне додатне ε з iнтервалу

(0,
q∗
2
).
Оскiльки ln(1 + t) ≤ t, ∀t > −1, то

ln
1

qαj(x)j − ε
= ln

Ç
qαj(x)j

qαj(x)j − ε
· 1

qαj(x)j

å
=

= ln

Ç
1 +

ε

qαj(x)j − ε

å
+ ln

1

qαj(x)j
≤ ε

qαj(x)j − ε
+ ln

1

qαj(x)j
.

Отже,

− ln νξ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

) ≤
∑

j∈M+
ε,k

ε

qαj(x)j − ε
+
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j
+|M−

ε,k| ln
1

p∗
.

Оцiнимо вираз ∑
j∈M+

ε,k

ε

qαj(x)j − ε
.

Оскiльки
ε <

1

2
q∗ ≤ 1

2
qαj(x)j ,

то
qαj(x)j − ε > qαj(x)j −

1

2
q∗ ≥ q∗ −

1

2
q∗ =

1

2
q∗

ε

qαj(x)j − ε
≤ ε

1

2
q∗

=
2ε

q∗
.

Тому ∑
j∈M+

ε,k

ε

qαj(x)j − ε
≤ 2ε

q∗
|M+

ε,k| .
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Тодi

− ln νξ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

) ≤ 2ε

q∗
|M+

ε,k|+ |M−
ε,k| ln

1

p∗
+

∑
j∈M+

ε,k

ln
1

qαj(x)j
. (5)

З iншого боку,

∀j ∈ M+
ε,k : pαj(x)j ≤ qαj(x)j + ε,

тому
1

pαj(x)j
≥ 1

qαj(x)j + ε
,

i

ln
1

pαj(x)j
≥ ln

1

qαj(x)j
+ ln

Ç
1 +

−ε

qαj(x)j + ε

å
.

Так як ln(1− t) = −t+O(t2), то

ln

Ç
1− ε

qαj(x)j + ε

å
= − ε

qαj(x)j + ε
+O

Ç
ε

qαj(x)j + ε

å2

.

Очевидно, що

ε

qαj(x)j + ε
≤ ε

qαj(x)j
≤ ε

q∗
.

Тому

ln
1

pαj(x)j
≥ ln

1

qαj(x)j
+

Å−ε

q∗
+O(ε2)

ã
.

i ∑
j∈M+

ε,k

ln
1

pαj(x)j
+

∑
j∈M−

ε,k

ln
1

pαj(x)j
≥

≥
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j
+

Å−ε

q∗
|M+

ε,k|+ |M+
ε,k|O(ε2)

ã
+ |M−

ε,k| ln
1

1− p∗
,

Отже,
− ln νξ(∆

‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

) ≥ (6)

≥
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j
+

Å−ε

q∗
+O(ε2)

ã
|M+

ε,k|+ |M−
ε,k| ln

1

1− p∗
.

Як зазначалось вище,

− lnλ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

) = − ln
1

qα1(x)...qαk(x)
=
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∑
j∈M+

ε,k

ln
1

qαj(x)j
+

∑
j∈M−

ε,k

ln
1

qαj(x)j
.

Оскiльки
1

1− q∗
≤ 1

qαj(x)j
≤ 1

q∗
,

то
|M−

ε,k| ln
1

1− q∗
≤

∑
j∈M−

ε,k

ln
1

qαj(x)j
≤ |M−

ε,k| ln
1

q∗
,

i

|M−
ε,k| ln

1

1− q∗
≤ − lnλ(∆

‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)−
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j
≤ |M−

ε,k| ln
1

q∗
.

Тому

− lnλ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

) ≥
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j
+ |M−

ε,k| ln
1

1− q∗
, (7)

i

− lnλ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

) ≤
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j
+ |M−

ε,k| ln
1

q∗
. (8)

Враховуючи (5) i (8), отримаємо наступну оцiнку

− ln νξ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)

− lnλ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)
≤

∑
j∈M+

ε,k

ln
1

qαj(x)j
+

2ε

q∗
|M+

ε,k|+ |M−
ε,k| ln

1

p∗∑
j∈M+

ε,k

ln
1

qαj(x)j
+ |M−

ε,k| ln
1

1− q∗

=

=

1 +

2ε

q∗
|M+

ε,k|∑
j∈M+

ε,k

ln
1

qαj(x)j

+
|M−

ε,k|∑
j∈M+

ε,k

ln
1

qαj(x)j

ln
1

p∗

1 +
|M−

ε,k|∑
j∈M+

ε,k

ln
1

qαj(x)j

ln
1

1− q∗

≤

≤

1 +

2ε

q∗
|M+

ε,k|∑
j∈M+

ε,k

ln
1

1− q∗

+
|M−

ε,k|∑
j∈M+

ε,k

ln
1

1− q∗

ln
1

p∗

1 +
|M−

ε,k|∑
j∈M+

ε,k

ln
1

qαj(x)j

ln
1

1− q∗

=
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=

1 +

2ε

q∗

ln
1

1− q∗

+

|M−
ε,k|
k

|M+
ε,k|
k

ln
1

1− q∗

ln
1

p∗

1 +

|M−
ε,k|
k

1

k

∑
j∈M+

ε,k

ln
1

qαj(x)j

ln
1

1− q∗

.

Тому

lim
k→∞

ln νξ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)

lnλ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)
≤ 1 +

2ε

q∗
· 1

ln
1

1− q∗

, ∀ε ∈ (0,
q∗
2
), ∀x ∈ [0; 1].

Оскiльки остання нерiвнiсть виконується для довiльного ε ∈ (0,
q∗
2
),

то

lim
k→∞

ln νξ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)

lnλ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)
≤ 1, ∀x ∈ [0; 1]. (9)

Аналогiчно з (6) i (7) отримується оцiнка

− ln νξ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)

− lnλ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)
≥

≥

∑
j∈M+

ε,k

ln
1

qαj(x)j
+

Å−ε

q∗
|M+

ε,k|+ |M+
ε,k|O(ε2)

ã
+ |M−

ε,k| ln
1

1− p∗∑
j∈M+

ε,k

ln
1

qαj(x)j
+ |M−

ε,k| ln
1

q∗

.

Тому

lim
k→∞

− ln νξ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)

− lnλ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)
≥ 1 +

1

ln
1

q∗

Å
O(ε2)− ε

q∗

ã
,∀ε > 0,∀x ∈ [0; 1].

З того, що остання нерiвнiсть виконується для довiльного додатного
ε випливає, що

lim
k→∞

− ln νξ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)

− lnλ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)
≥ 1, ∀x ∈ [0; 1]. (10)
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Беручи до уваги нерiвностi (9) та (10), приходимо до висновку про те,
що

lim
k→∞

ln νξ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)

lnλ(∆
‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)

)
= 1,∀x ∈ [0, 1].

Тодi, за теоремою Бiллiнгслi [6], отримуємо:

dimH(E,Φ(‹Q), λ) = dimH(E,Φ(‹Q), ν) , ∀E ⊂ [0, 1],

де dimH(E,Φ(‹Q), λ) — розмiрнiсть Хаусдорфа–Бiллiнгслi множини E вiд-
носно сiмейства Φ(‹Q) цилiндрiв ‹Q-розкладу та мiри Лебега λ, а розмiрнiсть
dimH(E,Φ(‹Q), ν) — розмiрнiсть Хаусдорфа–Бiллiнгслi множини E вiдно-
сно сiмейства Φ(‹Q) цилiндрiв ‹Q-розкладу та ймовiрнiсної мiри νξ (див. [6]).

Оскiльки елементи матрицi ‹Q вiдокремленi вiд нуля, то сiмейство
Φ(‹Q) є довiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на
одиничному вiдрiзку. Тому

dimH(E,Φ(‹Q), λ) = dimH(E,Φ(‹Q) = dimH(E), ∀E ⊂ [0, 1]. (11)

З iншого боку,

dimH(E,Φ(‹Q), ν) = dimH(Fξ(E), Fξ(Φ(‹Q)), λ) ∀E ⊂ [0, 1]. (12)

Зрозумiло, що Fξ-образом сiмейства Φ(‹Q) є сiмейство Φ(‹P ) цилiндрiв вiд-
повiдного ‹P -розкладу (цей розклад отримується за тим же принципом, що
i ‹Q-розклад, але замiсть стохастичної матрицi ‹Q використовується стоха-
стична матриця ‹P ). З вiдокремленостi елементiв матрицi ‹P вiд нуля ви-
пливає довiрчiсть сiмейства Φ(‹P ) для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича на одиничному вiдрiзку. Тому

dimH(E,Φ(‹Q), ν) = dimH(Fξ(E),Φ(‹P ), λ) = dimH(Fξ(E)), ∀E ⊂ [0, 1].
(13)

I, отже, з рiвностей (11), (12) та (13), отримуємо

dimH E = dimH Fξ(E), ∀E ⊂ [0, 1],

тобто Fξ(x) є DP-перетворенням на одиничному вiдрiзку.

Наслiдок 1. Нехай inf
ik

pik > 0 та inf
ik

qik > 0. Тодi функцiя розподiлу
випадкової величини ξ з незалежними Q∗-символами зберiгає розмiрнiсть
Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку тодi i тiльки тодi, коли

dimH νξ = 1.

Доведення. Q∗-зображення є частковим випадком ‹Q-зображення. Тому те-
орема, яка правильна для загальнiшого випадку, є правильною i для час-
ткового.

Наслiдок 2. Якщо 1) ∃q0 > 0 таке, що qik ≥ q0, ∀i, k;
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2) Для довiльної послiдовностi {ik}, де ik ∈ {0, 1, ..., nk − 1} виконує-
ться умова

lim
k→∞

qikk
pikk

= 1,

то Fξ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на [0,1].

Доведення. З умови 2) випливає, що ∃p0 : pik ≥ p0 > 0. Отже з умов 1),
2) i теореми випливає, що Fξ(x)—DP перетворення тодi i тiльки тодi коли
dimH µξ = 1.

Покажемо, що при умовах 1) i 2) виконується dimH µξ = 1. Для цього

досить показати, що
hk

bk
→ 1 при k → ∞. Для довiльного додатного ε

∃n0 = n0(ε) : ∀k > n0, ik ∈ {0, 1, ..., nk − 1}

1− ε ≤ qik
pik

≤ 1 + ε;

(1− ε)pik ≤ qik ≤ (1 + ε)pik;

ln pik + ln(1− ε)pik ≤ ln qik ≤ ln(1 + ε) + ln pik;

pik ln pik + pik ln(1− ε)pik ≤ pik ln qik ≤ pik ln(1 + ε) + pik ln pik;

nk−1∑
i=0

pik ln pik + ln(1− ε) ≤
nk−1∑
i=0

pik ln qik ≤
nk−1∑
i=0

pik ln pik + ln(1 + ε);

hk + ln(1− ε) ≤ bk ≤ hk + ln(1 + ε), ∀ε > 0,∀k > n0(ε).

Отже,

1 +
ln(1− ε)

hk
≤ hk

bk
≤ 1 +

ln(1 + ε)

hk
.

Так як qik > q0 i pik ≥ p0, то pik ≤ 1− p0. Звiдси hk вiдокремлене вiд
0, тобто ∃h0 : hk ≥ h0, ∀k. Тодi,

lim
k→∞

hk

bk
= 1.

Отже,

lim
k→∞

h1 + h2 + ...+ hk

b1 + b2 + ...+ bk
= 1.

Звiдси випливає що dimH µξ = 1 i Fξ(x)—DP перетворення.

Наслiдок 3. Нехай inf
ik

qik > 0, ∀i, k. Тодi якщо Fξ є абсолютно неперерв-

ною, то Fξ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на [0;1].

Доведення. Як вiдомо (див. [4]) випадкова величина ξ з незалежними ‹Q-
символами має абсолютно неперервний розподiл тодi i тiльки тодi, коли

∞∏
k=1

(
nk−1∑
i=0

√
pik · qik

)
> 0,

звiдси випливає, що



56 В.Василенко

nk−1∑
i=0

√
pik · qik → 1, при k → ∞.

Тому pik ≥ p0 > 0. Оскiльки Fξ є абсолютно неперервна, то dim νξ = 1.
Тому, за теоремою 2, Fξ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича.

Користуючись наслiдком, легко будувати приклади як абсолютно не-
перервних так i сингулярно неперервних DP- функцiй з незалежними ‹Q-
символами.
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