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Абстракт. Робота присвячена розвитку методiв доведення довiрчостi для
обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича локально тончих систем
покриттiв одиничного вiдрiзка. В роботi доведено загальнi достатнi умови
довiрчостi для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича системи ‹Q-
цилiндричних вiдрiзкiв, породжених ‹Q-розкладами дiйсних чисел.

Ключовi слова: ймовiрнiснi мiри, розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича, ‹Q-
розклади дiйсних чисел, довiрчi локально тонкi системи покриттiв

1 Вступ

Поняття розмiрностi Хаусдорфа зараз добре вiдоме i має велике зна-
чення в математицi, а також у рiзноманiтних прикладних задачах [8, 14,
16, 20]. Проте задача обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича мно-
жини або мiри, будучи однiєю з основних задач фрактального аналiзу,
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є досить не тривiальною проблемою, розв’язанню якої для рiзних мно-
жин та мiр присвячено значну кiлькiсть дослiдницьких статей (див. [1,
3–6, 15, 17, 18, 21–23] та огляд лiтератури до даних робiт). Це стало причи-
ною розвитку методiв знаходження точних або хоча б наближених значень
розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича. Один з таких методiв полягає у сут-
тєвому зменшеннi класу допустимих покриттiв при обчисленнi розмiрностi
до деякого зчисленного класу покриттiв, який є довiрчим для правильного
обчислення розмiрностi.

Нагадаємо означення мiри Хаусдорфа–Безиковича та поняття довiр-
чостi для локально тонкої сiм’ї покриттiв.

Нехай (M,ρ) — метричний простiр. Дiаметром обмеженої множини E
називають число |E| = sup{ρ(x, y) : x, y ∈ E}. Нехай ε > 0.

Означення 1. Не бiльш нiж злiченна сукупнiсть множин {Ej} така, що
|Ej | ≤ ε, (

⋃
j

Ej) ⊃ E називається ε-покриттям множини E.

Сiмейство Φ пiдмножин метричного простору (M,ρ) називається ло-
кально тонкою системою покриттiв обмеженої множини W , якщо для до-
вiльного ε > 0 iснує таке покриття множини W пiдмножинами Ej ∈ Φ, що
|Ej | ≤ ε i W ⊂

⋃
j

Ej .

Означення 2. Нехай α та ε — додатнi числа. Тодi α-мiрною ε-пeредмiрою
Хаусдорфа (пeредмiрою Хаусдорфа) обмеженої множини E називається чи-
сло

Hα
ε (E) = inf

|Ej |≤ε

∑
j

|Ej |α


Означення 3. Нехай α — додатне число. α-мiрною мiрою Хаусдорфа (α-
мiрою Хаусдорфа) обмеженої множини E називається число

Hα(E) = lim
ε→0

Hα
ε (E).

Означення 4. Невiд’ємне число

dimH(E) := inf{α : Hα(E) = 0}

називається розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини E ⊂ M .

Нехай α — деяке додатне число. Тодi α-мiрною мiрою Хаусдорфа мно-
жини E вiдносно сiмейства Φ називається

Hα(E,Φ) = lim
ε→0

 inf
|Ej |≤ε

∑
j

|Ej |α

 ,

де iнфiмум береться за всiма не бiльш як злiченними ε-покриттями {Ej}
множини E множинами Ej ∈ Φ.
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Означення 5. Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини E вiдносно
сiмейства пiдмножин Φ називається таке невiд’ємне число, що

dimH(E,Φ) = inf{α : Hα(E,Φ) = 0}.

Означення 6. Локально тонка система покриттiв Φ називається довiр-
чою системою покриттiв на W , якщо при обчисленнi розмiрностi Хаусдор-
фа–Безиковича довiльної пiдмножини з W можна обмежитись розглядом
покриттiв з Φ, тобто якщо

dimH(E,Φ) = dimH(E),∀E ⊂ W.

Вивчення довiрчостi локально тонких сiмей цилiндричних покрит-
тiв вiдiграють важливу роль у дослiдження фрактальних властивостей.
Умови при яких локально тонка сiм’я цилiндричних покриттiв є довiр-
чою для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича дослiджувались
в рiзних роботах [7, 12, 13]. Першi дослiдження у цьому напрямку зро-
бив А.С. Безикович [10] довiвши довiрчiсть сiм’ї цилiндричних вiдрiзкiв
двiйкового представлення. П. Бiллiнслей [11] довiв довiрчiсть для сiмейств
цилiндрiв, що породжуються s-адичним представленням, M. В. Працьови-
тий [21] для сiмейств покриттiв, що породжуються Q-представленням, С.
Альбеверiо та Г. М. Торбiн [7] для сiмейств покриттiв, що породжуються
Q∗-представленням для яких inf

k
{q0k, q(n−1)k} > 0. В роботi [15] знайде-

но значно загальнiшi достатнi умови для довiрчостi сiм’ї цилiндрiв Q∗-
представлення. В роботi [23] узагальнено результати роботи [15] i висунуто
гiпотезу щодо необхiдних i достатнiх умов довiрчостi сiм’ї цилiндрiв Q∗-
представлення.

Досить цiкавим є те, що початковi приклади недовiрчих сiмейств по-
криттiв вперше з’явилися в двовимiрному випадку в результатi актив-
них дослiджень самоафiнних множин протягом останнього десятилiття XX
ст [9]. Одним iз перших прикладiв одновимiрного недовiрчого сiмейства
локально тонких покриттiв можна вважати сiмейство цилiндричних вiд-
рiзкiв класичного ланцюгового розкладу дiйсних чисел [19]. В роботi [1]
використовуючи пiдхiд, який був винайденим Ю. Пересом для доведення
недовiрчостi сiмейства цилiндричних вiдрiзкiв, породжених ланцюговими
дробами, було доведено недовiрчiсть сiмейства цилiндричних вiдрiзкiв для
Q∞-розкладу з полiномiально спадними елементами {qi}. Питання довiр-
чостi систем покриттiв що породжуються зображенням дiйсних чисел зi
скiнченним алфавiтом, або таких що задовольняють додатковi BVC-умови
(bounded Vitali covering) вивчалося в роботi [13].

2 Новi достатнi умови довiрчостi для сiм’ї
Q̃-цилiндрiв

Нагадаємо поняття ‹Q-розкладу дiйсних чисел одиничного вiдрiзку.
Нехай ‹Q — стохастична матриця ‹Q = ||qik|| , така, що

1) qik > 0, ∀i ∈ {0, 1, ..., nk − 1}, ∀k ∈ N ;

2)
nk−1∑
i=0

qik = 1, ∀k ∈ N ;
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3)
∞∏
k=1

max
i

qik = 0.

За допомогою матрицi ‹Q отримується ‹Q-розклад числа x:

x = βα1(x) +

∞∑
k=2

βαk(x)

k−1∏
j=1

qαj(x)j ,

де

βαk(x) =


0, αk(x) = 0;

αk(x)−1∑
i=0

qik, αk(x) > 0.

Формальний запис:
x = ∆

‹Q
α1(x)α2(x)...αk(x)...

.‹Q представлення дiйсних чисел дозволяє формально просто задавати
i дослiджувати широкий клас одновимiрних фракталiв та iнших об’єктiв з
фкратальними властивостями.

Теорема 1. Нехай q∗k := max{q0k, q1k, ..., q(nk−1)k}. Якщо

lim
k→∞

ln q0k
ln(q∗1 · q∗2 · ... · q∗k)

= 0, (∗)

lim
k→∞

ln q(nk−1)k

ln(q∗1 · q∗2 · ... · q∗k)
= 0, (∗∗)

lim
k→∞

lnnk

ln(q∗1 · q∗2 · ... · q∗k)
= 0, (∗ ∗ ∗)

то
dimH(E) = dimH(E,Φ(‹Q), ∀E ⊂ [0, 1].

Доведення. Нехай Ej — довiльне ε-покриття множини E вiдрiзками Ej =

[aj , bj ]. I нехай ∆mj
:= ∆α1α2...αmj

− ‹Q-цилiндр, який повнiстю належить
вiдрiзку [aj , bj ] i такий, що не iснує цилiндрiв попереднього рангу, що на-
лежать [aj , bj ]:

∆α1α2...αmj
⊂ [aj , bj ], але ∆α1α2...αmj−1 ⊈ [aj , bj ].

Iснує не бiльше як (nmj − 1) цилiндрiв рангу mj , якi лежать правiше
за ∆mj

i належать до Ej . Iснує не бiльше як (nmj
− 1) цилiндрiв рангу

mj , якi лежать лiвiше за ∆mj
i належать до Ej . Тобто iснує не бiльше як

2(nmj
− 1) цилiндрiв рангу mj , якi належать до Ej .

α-об’єм цих цилiндрiв дорiвнює:∑
i

|∆α1α2...αmj−1i|α +
∑
h

|∆β1β2...βmj−1h|α,

де пiдсумовування ведеться по таких i та h, для яких:

∆α1α2...αmj−1i ⊂ [aj , bj ] та ∆β1β2...βmj−1h ⊂ [aj , bj ].
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Так як |∆mj
| ≤ q∗1 · q∗2 · ... · q∗mj

, то для першої з сум∑
i

|∆α1α2...αmj−1i|α =
∑
i

|∆α1α2...αmj−1i|α−δ|∆α1α2...αmj−1i|α ≤

≤
∑
i

|Ej |α−δ|∆α1α2...αmj−1i|δ ≤

≤ |Ej |α−δ(nmj − 1)(q∗1 · q∗2 · ... · q∗mj
)δ.

Аналогiчно для другої суми∑
h

|∆β1β2...βmj−1h|α ≤ |Ej |α−δ(nmj
− 1)(q∗1 · q∗2 · ... · q∗mj

)δ.

Тому α-об’єм всiх цилiндрiв mj-го рану, що належать до Ej , не пере-
вищує

2(nmj − 1) · (q∗1 · q∗2 · ... · q∗mj
)δ · |Ej |α−δ. (1)

Покажемо що для ∀δ > 0 послiдовнiсть nk(q
∗
1 ·q∗2 · ... ·q∗k)δ є обмеженою.

Оскiльки
lim
k→∞

lnnk

ln(q∗1 · q∗2 · ... · q∗k)
= 0,

то

lim
k→∞

ln
1

nk

ln(q∗1 · q∗2 · ... · q∗k)
= 0.

∀δ > 0,∃k0(δ) : для всiх k > k0(δ) виконується умова

0 ≤
ln

1

nk

ln(q∗1q
∗
2 ...q

∗
k)

≤ δ.

Отже,

ln
1

nk
≥ δln(q∗1q

∗
2 ...q

∗
k),

i тому
1

nk
≥ (q∗1q

∗
2 ...q

∗
k)

δ, ∀k > k0(δ).

Тодi
nk(q

∗
1q

∗
2 ...q

∗
k)

δ ≤ 1, ∀k > k0(δ).

Позначимо lk = nk(q
∗
1q

∗
2 ...q

∗
k)

δ, при k = 1, 2, ..., k0, L = max{l1, l2, ..., lk, 1}.
Тодi lk = lk(δ) ≤ L, ∀k ∈ N . Отже, послiдовнiсть nk(q

∗
1 · q∗2 · ... · q∗k)δ є обме-

женою, для ∀δ > 0.
Нехай cj — найлiвiша точка, що належить до цилiндрiв рангу mj , якi

мiстяться в Ej , а dj — найправiша точка, що належить до цилiндрiв рангу
mj , якi мiстяться в Ej . Зауважимо що сукупнiсть цилiндрiв рангу mj , що
мiстяться в Ej , взагалi кажучи не покривають повнiстю Ej . Непокритими
можуть залишитися [aj , cj) i (dj , bj ].
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Розглянемо цилiндр рангу mj − 1 який покриває вiдрiзок [aj , cj). По-
значимо цей цилiндр ∆∗

mj−1 := ∆γ1γ2...γmj−1
.

Розглянемо всi цилiндри, що належать до ∆∗
mj−1 i для яких cj буде

правою кiнцевою точкою. Оскiльки, цилiндр ∆∗
mj−1 покриває [aj , cj), то

iснує цилiндр ∆∗
sj такий що:

∆∗
sj : = ∆β1β2...βmj

βmj+1...βsj
⊂ [aj , cj);

∆∗
sj−1 : = ∆β1β2...βmj

βmj+1...βsj−1
⊈ [aj , cj).

Очевидно, що
|∆∗

sj |
|∆∗

sj−1|
= qnsj

−1,sj . Тодi

|∆∗
sj−1| =

1

qnsj
−1,sj

|∆∗
sj | ≤

1

qnsj
−1,sj

(q∗1q
∗
2 ...q

∗
sj ).

Тому

|∆∗
sj−1|α ≤ 1

(qnsj
−1,sj )

α
|∆∗

sj |
δ|∆∗

sj |
α−δ.

Так як |∆∗
sj |

δ ≤ (q∗1q
∗
2 ...q

∗
sj )

δ, то

|∆∗
sj−1|α ≤ 1

(qnsj
−1,sj )

α
|∆∗

sj |
δ|∆∗

sj |
α−δ =

1

(qnsj
−1,sj )

α
(q∗1q

∗
2 ...q

∗
sj )

δ|Ej |α−δ
.

Оскiльки
lim
k→0

ln qs−1,k

ln(q∗1q
∗
2 ...q

∗
k)

= 0,

то ∀δ > 0, ∃k1(δ): для всiх k > k1(δ) виконується умова

0 <
ln qs−1,k

ln(q∗1q
∗
2 ...q

∗
k)

< δ.

Отже,
ln qs−1,k > δln(q∗1q

∗
2 ...q

∗
k),

i тому
qs−1,k > (q∗1q

∗
2 ...q

∗
k)

δ.

Тодi
1

qs−1,k
(q∗1q

∗
2 ...q

∗
k)

δ < 1, ∀k > k1(δ).

Звiдси
|∆∗

sj−1|α ≤ |Ej |α−δ
. (2)

Для точки dj розглянемо всi цилiндри, що належать до ∆mj−1 i для
яких точка dj буде лiвою кiнцевою точкою. Оскiльки, ∆mj−1 покриває
(dj , bj ], то iснує такий цилiндр, що

∆lj : = ∆α1α2...αmj
ζmj+1...ζlj

⊂ (dj , bj ];

∆lj−1 : = ∆α1α2...αmj
γmj+1...γlj−1

⊈ (dj , bj ],

причому γlj = 0.
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Очевидно що
|∆lj |

|∆lj−1|
= q0,lj . Тодi

|∆lj−1| =
1

q0,lj
|∆lj | ≤

1

q0,lj
(q∗1q

∗
2 ...q

∗
lj ).

Тому

|∆lj−1|α ≤ 1

(q0,lj )
α
|∆∗

lj |
δ|∆∗

lj |
α−δ.

Так як |∆lj |δ ≤ (q∗1q
∗
2 ...q

∗
lj
)δ, то

|∆lj−1|α ≤ 1

(q0,lj )
α
|∆lj |δ|∆lj |α−δ =

1

(q0,lj )
α
(q∗1q

∗
2 ...q

∗
lj )

δ|Ej |α−δ
.

Оскiльки
lim
k→0

ln q0,k
ln(q∗1q

∗
2 ...q

∗
k)

= 0,

то
∀δ > 0,∃k2(δ) : для всiх k > k2(δ) виконується умова

0 <
ln q0,k

ln(q∗1q
∗
2 ...q

∗
k)

< δ.

Отже,
ln q0,k > δln(q∗1q

∗
2 ...q

∗
k),

i тому
q0,k > (q∗1q

∗
2 ...q

∗
k)

δ.

Тодi
1

q0,k
(q∗1q

∗
2 ...q

∗
k)

δ < 1, ∀k > k2(δ).

Звiдси
|∆lj−1|α ≤ |Ej |α−δ

. (3)

Iз (1), (2) i (3) випливає що Ej можна покрити не бiльше як 2mj ,‹Q-цилiндрами, α-об’єм яких не перевищує:

2(nmj − 1)|Ej |α−δ
+ 2|Ej |α−δ

= 2nmj |Ej |α−δ
.

Оскiльки nmj
— обмежена, то α-об’єм таких цилiндрiв не перевищу-

ватиме
2(C0 − 1)|Ej |α−δ

+ 2|Ej |α−δ
= 2C0|Ej |α−δ

.

Тому для довiльного ε-покриття множини E вiдрiзками Ej знайдеться
вiдповiдне ε-покриття цiєї ж множини ‹Q-цилiндрами, таке що ∀δ > 0, ∀ε >
0, ∀α > 0, ∀{Ej}:∑

i

|∆α1α2...αmj−1i|α +
∑
h

|∆β1β2...βmj−1h|α + |∆∗
sj−1|α + |∆lj−1|α

≤ 2C0

∑
j

|Ej |α−δ
,
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i

Hα
ε (E,Φ(‹Q))

≤
∑
i

|∆α1α2...αmj−1i|α +
∑
h

|∆β1β2...βmj−1h|α + |∆∗
sj−1|α + |∆lj−1|α,

а отже,
Hα

ε (E,Φ(‹Q)) ≤ 2C0

∑
j

|Ej |α−δ
.

Отримуємо
Hα

ε (E,Φ(‹Q)) ≤ 2C0H
α−δ
ε (E).

Переходячи до границi при ε → 0, отримуємо

lim
ε→0

Hα
ε (E,Φ(‹Q)) ≤ 2C0 lim

ε→0
Hε

α−δ(E),

i
Hα(E) ≤ Hα(E,Φ(‹Q)) ≤ 2C0H

α−δ(E), ∀α > 0,∀δ ∈ (0;α).

Отже,

dimH(E) ≤ dimH(E,Φ(‹Q)) ≤ dimH(E) + δ, ∀δ > 0,

тодi
dimH(E) = dimH(E,Φ(‹Q)),

що i означає довiрчiсть сiмейства цилiндрiв Φ(‹Q).

Зауважимо, вищенаведена теорема не дає вiдповiдь щодо довiрчостi
сiм’ї цилiндрiв Φ(‹Q) у випадку коли послiдовнiсть nk(q

∗
1 · q∗2 · ... · q∗k)δ не є

обмеженою.

Зауваження 1. У доведеннi теореми умова (∗ ∗ ∗) використовувалась для
доведення того факту, що послiдовнiсть nk(q

∗
1 · q∗2 · ... · q∗mj

)δ є обмеженою
∀δ > 0. Очевидно, що обмеженiсть цiєї послiдовностi є еквiвалентною умовi
(∗ ∗ ∗). Природно виникає питання про залежнiсть умови (∗ ∗ ∗) вiд умов
(∗) та (∗∗), виконання яких є достатньою умовою для довiрчостi сiм’ї ‹Q
цилiндрiв для випадку, коли ‹Q = Q∗ (див. [15]).

Наступний приклад показує, що виконання умов (∗) та (∗∗) не гаран-
тує виконання умови (∗ ∗ ∗).

Приклад 1. Нехай nmj
= mj + 1 i нехай

A ⊂ N i l ∈ A ⇔ l ̸= 22
k

, ∀k ∈ N ;

B ⊂ N i l ∈ B ⇔ l = 22
k

, для деякого k ∈ N.

Тобто B = {4, 16, 256, 216, 232, ...}, A = N \B = {1, 2, 3, 5, 6, ...}.
Означимо матрицю ‹Q таким чином:

а) якщо l ∈ A, то q0l = 1− 1

2l
, q1l = q2l = ... = qnl−1,l =

1

(nl − 1) · 2l
;
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б) якщо l ∈ B, то q0l =
1

2
, q1l = q2l = ... = qnl−1,l =

1

(nl − 1) · 2
.

Так як для довiльного δ > 0:Å
1

2
· 3
4
· 7
8
· · · · ·

Å
1− 1

2kj

ããδ
≥

( ∞∏
k=1

Å
1− 1

2kj

ã)δ

= aδ > 0, ∀δ > 0,

бо
∞∑
k=1

1

2k
< 0,

то для заданої матрицi ‹Q i для ∀δ > 0:

nmj (q
∗
1 · q∗2 · ... · q∗mj

)δ ≥ aδ ·
Å
1

2

ãkjδ

· (mj + 1) .

Оскiльки kj — це кiлькiсть членiв послiдовностi 22
k

, якi не перевищу-
ють mj , то 22

kj ≤ mj .
Тодi

kj ≤ log2 (log2 mj)

i
kj = [log2 (log2 mj)] .

Отже, Å
1

2

ãkjδ

· (mj + 1) =
(
2−1
)[log2(log2 mj)]

δ

∼

∼ (log2 mj)
−δ · (mj + 1) =

mj + 1

(log2 mj)
δ
→ +∞, mj → ∞, ∀δ > 0,

що означає необмеженiсть послiдовностi nmj
(q∗1 · q∗2 · ... · q∗mj

)δ.
Отже, умова (∗ ∗ ∗) не виконується. Покажемо що при цьому умови

(∗) та (∗∗) виконуються. Так як
1

2
≤ q0k < 1, то

ln q0k
ln(q∗1 · q∗2 · ... · q∗k)

→ 0, k → ∞.

Так як
1

(nk − 1)2k
≤ qnk−1,k ≤ 1

(nk − 1)2
i оскiльки nk = k + 1 тобто

k = nk − 1 справедлива нерiвнiсть

q∗1 · q∗2 · ... · q∗k ≤
k∏

s=1,s ̸∈A

1

(ns − 1) · 2
≤ 1

2kk!
,

бо (n1 − 1)(n2 − 1) · ... · (nk − 1) = k!. Тодi

ln qnk−1,k

ln(q∗1 · q∗2 · ... · q∗k)
=

ln
1

qnk−1,k

ln
1

(q∗1 · q∗2 · ... · q∗k)

∼ ln (2k · k)
ln (2k · k!)

.
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Враховуючи те що k! ∼ 1√
2π

·
Å
k

e

ãk
отримаємо

ln (2k · k)
ln (2k · k!)

=
k ln 2 + ln k

k ln 2 + ln k!
∼ ln (2k · k)

ln (2k · k!)
=

k ln 2 + ln k

k ln 2 + ln
1√
2π

+ k ln k − k ln e
=

=

ln 2

ln k
+

1

k

ln 2

ln k
+

ln
1√
2π

k ln k
+ 1− 1

ln k

→ 0, k → ∞.

Наслiдок. Якщо послiдовнiсть nk обмежена, то з виконання умов (∗)
та (∗∗) випливає довiрчiсть сiм’ї цилiндрiв Φ(‹Q).

Наведемо приклад матрицi ‹Q для якої не виконується хоча б одна з
умов (∗), (∗∗), (∗∗∗), але про яку точно вiдомо що вона породжує недовiрчi
локально тонкi сiм’ї цилiндрiв Φ(‹Q).

Приклад 2. Нехай

‹Q =



1

n1
· · · 1

nk
· · ·

1

n1
· · · 1

nk
· · ·

... · · ·
... · · ·

1

n1
· · ·

... · · ·
1

nk
· · ·


,

тобто ‹Q є розкладом Кантора. Тодi умови (∗), (∗∗), (∗ ∗ ∗) мають вигляд

ln
1

nk

ln

Å
1

n1 · n2 · ... · nk

ã =
lnnk

ln(n1 · n2 · ... · nk)
→ 0, k → ∞.

Виберемо nk = 22
k

, тодi n1 · n2 · ... · nk = 22
1 · 222 · ... · 22k = 22

k+1−2.

lnnk

ln(n1 · n2 · ... · nk)
=

ln 22
k

ln(22k+1−2)
=

22
k

22k+1−2
=

1

2− 2

2k

→ 1

2
, k → ∞.

Отже, умови (∗), (∗∗), (∗ ∗ ∗) порушуються. При цьому Φ(‹Q) є недо-
вiрчою для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича, бо як вiдомо
з роботи [3], Φ(Cant) є довiрчою тодi i тiльки тодi коли

lim
k→∞

lnnk

ln(n1 · n2 · ... · nk)
= 0.
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