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Abstract. The paper is devoted to the development of methods of provi-
ng the faithfulness for the determination of the Hausdorff-Besicovitch di-
mension of Vitaly coverings of the unit interval. General sufficient condi-
tions for the faithfulness of the family Φ(Q∗) of cylinders generated by
Q∗−expansions for the Hausdorff-Besicovitch dimension calculation of
real numbers are proven. We also conjectured that our sufficient condi-
tions are also necessary conditions for the family Φ(Q∗) of cylinders to
be faithful.
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Анотацiя. Робота присвячена розвитку методiв доведення довiр-
чостi для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича локаль-
но тончих систем покриттiв одиничного вiдрiзка. В роботi доведе-
но загальнi достатнi умови довiрчостi для обчислення розмiрностi
Хаусдорфа-Безиковича системи Φ(Q∗) цилiндричних вiдрiзкiв, по-
роджених Q∗−розкладами дiйсних чисел. Також висунуто гiпотезу
про те, що знайденi достатнi умови довiрчостi є одночасно необхi-
дними умовами.
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1 Вступ

Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича є основним iнструментом дослi-
дження фрактальних множин. При цьому проблема визначення чи хоча
б оцiнки розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича множини або мiри є однiєю
з основних задач фрактального аналiзу, розв’язанню якої присвячено ве-
лику кiлькiсть дослiдницьких статей у провiдних математичних журналах
свiту (див., наприклад, [2–4] та огляди в цих роботах). Тому вдосконален-
ня iснуючих та пошук нових методiв обчислення розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича є актуальним завданням фрактального аналiзу. Суть одного
з таких методiв полягає у зменшеннi сiмейства допустимих покриттiв при
обчисленнi розмiрностi до деякого специфiчного (бажано — зчисленного)
класу покриттiв, який є достатнiм (довiрчим) для правильного обчислен-
ня розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича. Нагадаємо, що сiмейство Φ пiдмно-
жин з [0, 1] називається локально тонкою системою покриттiв одиничного
вiдрiзка, якщо для довiльного ε > 0 iснує таке покриття вiдрiзка [0, 1] пiд-
множинами Ej ∈ Φ, що |Ej | < ε i [0, 1] =

⋃
j

Ej .

Нехай α — додатне число. Тодi α-мiрною мiрою Хаусдорфа множини
E вiдносно сiмейства Φ називається

Hα(E,Φ) = lim
ε→0

⎡
⎣ inf
|Ej |≤ε

⎧⎨
⎩
∑
j

|Ej |α
⎫⎬
⎭

⎤
⎦ ,

де iнфiмум береться за всiма не бiльш як злiченними ε-покриттями {Ej}
множини E множинами Ej ∈ Φ.

Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини E вiдносно сiмейства
пiдмножин Φ називається таке невiд’ємне число, що

dimH(E,Φ) = inf{α : Hα(E,Φ) = 0}.
Локально тонка система покриттiв Φ називається довiрчою системою

покриттiв на [0, 1], якщо

dimH(E,Φ) = dimH(E), ∀E ⊂ [0, 1].

Як вiдомо (див., наприклад, [4, 6, 7] та огляд лiтератури в цих ро-
ботах) прикладами довiрчих систем покриттiв є системи цилiндрiв, що
породжуються s-адичним представленням дiйсних чисел [5]; системи по-
криттiв, якi породжуються Q-представленнями [14]; системи покриттiв, що
породжуються Q∗-представленнями, для яких виконується умова ([4]):

inf
k
{q0k, q(n−1)k} > 0.

Q∗-зображення дiйсних чисел, яке було вперше введено в розгляд як
iнструмент зображення дiйсних чисел та зручний iнструмент побудови син-
гулярно неперервних та абсолютно неперервних розподiлiв ймовiрностей
з нiде не щiльним спектром додатної мiри Лебега в роботi [13] та детально
дослiджено в роботi [11], стало у певному розумiннi полiгоном перевiр-
ки гiпотез та побудови контрприкладiв для багатьох проблем, пов’язаних
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з теорiєю сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр ( [10, 14]) (застосу-
вання теореми Джессена-Вiнтнера та побудова її узагальнень, тополого-
метрична класифiкацiя сингулярно неперервних розподiлiв тощо), метри-
чною та розмiрнiсною теорiєю чисел (фрактальнi та метричнi властивостi
множин анормальних та суттєво анормальних чисел [1, 12]), з дослiджен-
ням проблем довiрчостi для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича
систем цилiндричних вiдрiзкiв, породжених рiзними системами числення
тощо. Тому Q∗-зображення дiйсних чисел доцiльно використовувати як
методологiчно цiнний педагогiчний iнструмент при викладаннi основ фра-
ктального аналiзу та теорiї сингулярних мiр для студентiв математичних
спецiальностей унiверситетiв. У роботi [9] побудовано приклад такого Q∗-
зображення дiйсних чисел, для якого вiдповiдна система цилiндричних
вiдрiзкiв не є довiрчою, що дало перший приклад недовiрчої системи ци-
лiндрiв, породженої розкладами дiйсних чисел iз фiксованим скiнченним
алфавiтом.

З метою пошуку достатнiх умов довiрчостi для системи Q∗-цилiндрiв,
у серiї робiт М. Iбрагiма та Г.Торбiна ([6, 7] було запропоновано новий пiдхiд
до знаходження довiрчостi систем цилiндрiв, породжених Q∗-представлен-
нями дiйсних чисел. У цiй роботi ми удосконалюємо цей пiдхiд та отриму-
ємо загальнi достатнi умови довiрчостi систем Q∗-цилiндрiв, якi у певному
сенсi є близькими до необхiдних умов.

2 Про новi достатнi умови довiрчостi для обчислення
розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича системи
цилiндрiв Q∗-розкладiв

Теорема 1. Нехай Qn := q1 ·q2 · ... ·qn, де qk := max
i
{qik}. Якщо ряд

∞∑
n=1

Qα
n

збiгається ∀α > 0, то сiм’я Ф(Q∗) цилiндрiв Q∗-зображення є довiрчою
для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича на [0; 1].

Доведення. Нехай E — довiльна пiдмножина з [0; 1], α i ε — довiльнi до-
датнi числа, δ — довiльне число з промiжка (0;α). Нехай {Ej} — довiльне
ε-покриття множини E вiдрiзками, {Ej} = [aj ; bj ]. Для Ej iснує цилiндри-
чний вiдрiзок

Δα1α2...αnj

мiнiмального рангу nj , який цiлком мiститься в [aj ; bj ]. Оскiльки довiльний
цилiндр є об’єднанням s цилiндрiв наступного рангу, то iснує не бiльше як
(2s− 2) цилiндри рангу nj , що належать [aj ; bj ].

Позначимо через Mj об’єднання таких цилiндрiв. α-об’єм всiх цилiн-
дрiв, що входять до Mj , не перевищує

(2s− 2) · |Ej |α < 2s · |Ej |α (1)

Нехай
cj := min{x : x ∈Mj};
dj := max{x : x ∈Mj}.
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Як покрити [aj ; cj ] цилiндрами? Нехай Δγ1γ2...γnj
...γ

nj+s
(1)
j

- цилiндр мi-

нiмального рангу, що належить [aj ; cj ]. Таких цилiндрiв є не бiльш як
(s − 1). Позначимо через L

(1)
j об’єднання таких цилiндрiв. Їх α-об’єм не

перевищує

(s− 1) ·max |Δγ1γ2...γnj
...γ

nj+s
(1)
j
−1
i| =

(де максимум береться за всiма такими цилiндрами, що належать до L
(1)
j )

= (s− 1) ·max|Δγ1...γ
nj+s

(1)
j
−1
i|δ · |Δγ1...γ

nj+s
(1)
j
−1
i|α−δ

≤ (s− 1) ·Qδ

nj+s
(1)
j

· |Ej |α−δ (2)

Нехай c
(1)
j := min{x : x ∈ L

(1)
j }.

Як покрити [aj ; c
(1)
j ] цилiндрами? Нехай

Δγ1γ2...γnj
...γ

nj+s
(1)
j

...γ
nj+s

(1)
j

+s
(2)
j

−

цилiндр мiнiмального рангу, що мiститься в [aj ; c
(1)
j ]. Таких цилiндрiв є не

бiльш як (s − 1). Позначимо через L
(2)
j об’єднання таких цилiндрiв. Їх α-

об’єм не перевищує

(s− 1) ·max |Δγ1γ2...γ
nj+s

(1)
j

+s
(2)
j
−1
i| =

(де максимум береться за всiма такими цилiндрами, що належать до L
(2)
j )

= (s− 1) ·max|Δγ1γ2...γ
nj+s

(1)
j

+s
(2)
j
−1
i|δ · |Δγ1γ2...γ

nj+s
(1)
j

+s
(2)
j
−1
i|α−δ

≤ (s− 1) ·Qδ

nj+s
(1)
j +s

(2)
j

· |Ej |α−δ. (3)

Продовжуючи цей процес по iндукцiї, ми або на певному кроцi отримаємо
ситуацiю, коли а) aj ≡ c

(k)
j , або ж б) aj < c

(k)
j , ∀k ∈ N.

У випадку б) отримаємо зчисленну кiлькiсть цилiндрiв, якi покрива-
ють (aj ; cj ]. Їх загальний α-об’єм не перевищує

(s− 1) · |Ej |α−δ · (Qδ

nj+s
(1)
j

+Qδ

nj+s
(1)
j +s

(2)
j

+ ...+Qδ

nj+s
(1)
j +s

(2)
j +...+s

(k)
j

+ ...) ≤

≤ s · |Ej |α−δ · (
∞∑

n=1

Qδ
n).

У випадку а) отримаємо скiнченну кiлькiсть цилiндрiв, якi покрива-
ють [aj ; cj ]. Їх загальний α-об’єм не перевищує

s · |Ej |α−δ · (
∞∑

n=1

Qδ
n).
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В обох випадках iснує скiнченна або зчисленна кiлькiсть цилiндрiв,
яка покриває (aj ; cj ] i їх α-об’єм не перевищує

s · |Ej |α−δ · (
∞∑

n=1

Qδ
n).

Аналогiчна ситуацiя з [dj ; bj): iснує скiнченна або зчисленна кiлькiсть
цилiндрiв, якi покривають [dj ; bj) i чий α-об’єм не перевищує

s · |Ej |α−δ · (
∞∑

n=1

Qδ
n).

Отже, iнтервал (aj ; bj) можна покрити за допомогою скiнченної або
зчисленної кiлькостi Q∗-цилiндрiв, i α-об’єм цього покриття не перевищує

2s · |Ej |α + 2 · s|Ej |α−δ · (
∞∑

n=1

Qδ
n) ≤ 2s · |Ej |α−δ · (1 +

∞∑
n=1

Qδ
n).

Точки aj i bj , взагалi кажучи, можуть бути непокритими цими цилiн-
драми.

Для заданих α > 0, δ > 0, [aj ; bj ] можна вибрати цилiндри рангу kj
такi, що мiстять вiдповiдно aj i bj , i α-об’єми цих цилiндрiв меншi за
1

2
s|Ej |α−δ · (1 +

∞∑
n=1

Qδ
n).

Добавивши цi два цилiндри до покриття, ми отримаємо ε-покриття
вiдрiзка [aj ; bj ] Q

∗-цилiндрами i α-об’єм цього покриття не перевищує

3s · |Ej |α−δ · (1 + S(δ)),

де S(δ) :=
∞∑

n=1
Qδ

n.

Отже, для довiльного ε > 0, довiльного α > 0, довiльного δ ∈ (0;α) та
для довiльного ε-покриття {Ej} вiдрiзками, iснує таке ε-покриття множини
E Q∗-цилiндрами, α-об’єм якого не перевищує

3s ·
∑
j

|Ej |α−δ · (1 + S(δ)).

Тому
Hα

ε (E,Φ(Q∗)) ≤ 3s · (1 + S(δ)) ·
∑
j

|Ej |α−δ.

Оскiльки остання нерiвнiсть правильна для довiльного ε-покриття
{Ej} множини E вiдрiзками, то

Hα
ε (E,Φ(Q∗)) ≤ 3s · (1 + S(δ)) ·Hα−δ

ε (E),

∀E, ∀ε > 0, ∀α > 0, ∀δ ∈ (0;α).

Переходячи до границi при ε→ 0, отримуємо

Hα(E,Φ(Q∗)) ≤ 3s · (1 + S(δ)) ·Hα−δ(E),
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∀E, ∀α > 0, ∀δ ∈ (0;α).

Отже,
dimH(E,Φ(Q∗)) ≤ dimHE + δ, ∀δ > 0.

Оскiльки остання нерiвнiсть має мiсце для довiльного як завгодно
малого δ, то

dimH(E,Φ(Q∗)) ≤ dimHE, ∀E.

Беручи до уваги, що завжди має мiсце нерiвнiсть

dimHE ≤ dimH(E,Φ), ∀E, ∀Φ,

то отримуємо бажану рiвнiсть

dimH(E,Φ(Q∗)) = dimH(E), ∀E ⊂ [0; 1].

Наслiдок 1. Якщо sup
i,k

qik =: q∗ < 1, то Φ(Q∗)-довiрча.

Гiпотеза. Умова
∞∑

n=1
Qδ

n < +∞, ∀δ > 0 є необхiдною для довiрчостi Φ(Q∗).
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Ця робота була частково пiдтримана Simons Foundation та науково-
дослiдними проєктами «Багаторiвневий аналiз сингулярних ймовiрнiсних
мiр та його застосування» та «Динамiки складних систем у рiзних часових
шкалах» (МОН України).
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